Zadania optymalizacyjne w szkole ponadgimnazjalnej.
Materialy do przedmiotu Metodyka Nauczania Matematyki 2 (G-PG).
Prowadzqcy dr Andrzej Rychlewicz

Przeanalizujmy nast¢pujace zadanie.

Zadanie 1. (probna matura CKE 18 grudnia 2014)
Okno na poddaszu ma mie¢ ksztalt trapezu rownoramiennego. ktorego krotsza podstawa
1 ramiona maja dhugos¢ po 4 dm. Oblicz. jaka dlugos¢ powinna mieé dhuzsza podstawa tego
trapezu. aby do pomieszczenia wpadalo przez to okno jak najwigcej swiatla. czyli aby pole
powierzchni okna bylo najwigksze. Oblicz to pole.

Rozwigzanie.

Niech x oznacza dlugos¢ rzutu prostokatnego ramienia trapezu na prosta zawierajaca dluzsza
podstawe trapezu. a 1 — wysokosc¢ trapezu.
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7 geometrycznych warunkow zadania wynika, ze 0 <x <4.
Przy tak przyjetych oznaczeniach pole trapezu jest okreslone wzorem:

24+ 2x
2dxe

P= h=(4+x)-h 1 0<x<4

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

=4,
stad T=+16—x" .

Pole trapezu. w zaleznosci od zmiennej x. jest okreslone wzorem:

P(.\*)=(4+.\‘]\JIG—_\‘2 =\/(4+-Y)1(16—_\-3)=
B (4“')3 (4—x) =—x* —8x* +128x+256
gdzie 0<x <4,

Nalezy obliczy¢. dla jakiego x spelniajacego nierownos¢ 0 < x < 4. funkcja P okreslona

wzorem P(.\'} = J —x* —8x* +128x+256 przyjmuje wartos¢ najwieksza.

Funkcja P osiaga wartos¢ najwicksza. gdy funkcja f(.‘r) =—x* —8x* +128x+256 osiaga
w przedziale (0. 4}\’\’&1TOF§C najwicksza. Wystarczy wiec zbada¢ funkcje 7 Wyznaczmy
pochodna tej funkcji
f'(x)=—4x" 245" +128

Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x, =x, =—4. x; =2
Ponadto:

e f'(x)>0 w przedziale (0.2).

o f'(x)<0 w przedziale (2.4)



Zatem funkcja fjest rosnaca w przedziale (O. 2} i malejaca w przedziale {2 . 4).
Poniewaz P(.\'}:,}f(.\‘] dla xe (0.4] . wige funkcja P jest rosnaca w przedziale (0.2) .
a malejaca w przedziale {2 .4). Stad wynika. ze w punkcie x =2 funkcja P przyjmuje

wartos¢ najwieksza.
Gdy x=2.to 2x+4=8. czyli dluzsza podstawa trapezu ma dhugosé 8. a pole tego trapezu

jest wowczas rowne
P(2)=(4+2)16-27 =6-2{3=1243.

Odpowiedz: Najwieksze pole, réwne 12\/5 dm?. ma szyba w ksztalcie trapezu. ktérego dhuzsza
podstawa ma dlugosé 8 dm.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania:

Rozwiazanie zadania sklada sie z tizech etapow.
Pierwszy etap sklada sie z trzech czesci:

a) wybor zmiennej x (dlugos¢ rzutu prostokatnego ramienia trapezu na prosta
zawierajaca dluzsza podstawe trapezu) i zapisanie za pomoca tej zmiennej

wysokosci trapezu: /1 =+/16—x7
b) zapisanie pola trapezu w zaleznosci od zmiennej x: P(.r] = (4 + .\f) N16—x
c) okreslenie dziedziny funkeji P: (0. 4]
Zdajacy moze otrzyma¢ maksymalnie po 1 punkcie za realizacje kazdej z czesci tego etapu.
przy czym dziedzina funkcji nie moze wynika¢ jedynie z wyznaczonego wzoru funkcji. ale
z geometrycznych warunkéw zadania.
Drugi etap skiada si¢ z trzech czesci:
a) wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej f (1) =—x* —8x" +128x+256:
F(x)=—4x" =247 +128.
b) obliczenie miejsc zerowych pochodnej: x;, =x, =—4. x, =2,

¢) uzasadnienie (np. przez badanie monotonicznosci funkgji). ze funkcja P osiaga
wartosé najwieksza w punkcie x=2.
Za poprawne rozwiazanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt. o ile
poprzednia czesc etapu zostala zrealizowana bezblednie.
Trzeci etap.

Obliczenie pola trapezu dla x=2: P(2)= ]2-\5.
Za poprawne rozwiazanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Cwiczenie 1. Na jakie elementy rozwigzania nalezy zwroci¢ szczegélng uwagg, aby nie
straci¢ punktow wedtug zamieszczonego wyzej schematu oceniania podanego zadania?

Latwo zauwazy¢, ze istotnym elementem jest zapisanie dziedziny odpowiedniej
funkcji i uzasadnienie, ze funkcja osigga ekstremum globalne.

Cwiczenie 2. Zapisz rozwigzanie zadania 1, wykorzystujagc udowodnione ponizej twierdzenia.

Twierdzenie 1. Niech funkcja ciagla f :<a, b> — R bedzie rozniczkowalna w przedziale
otwartym (a, b) i niech {x e (a, b): f'(x) =0}={x, ..., }. Wtedy do zbioru
A={f(a), f(b), f(x),..., f(x,)} nalezy najwicksza wartos¢ funkcji f w przedziale (a, b).



Dowdd. Przypusémy, ze tak nie jest, tzn. istnieje Z € <a, b> \ {)(1, ey Xk} takie, ze f(z) jest
najwigkszg wartoscig funkcji f w przedziale <a, b>. Wtedy, poniewaz zbidr {X1 Xk} jest
skonczony i z€(a, b), wigc istnieje otoczenie U punktu z takie, ze U — <a, b> :

Uun {X1 Xk}: @ idlakazdego x €U \{z} zachodzi f(x)<f(z). Wynika stad, ze funkcja f ma
w punkcie z maksimum lokalne, a wiec f'(z)=0. Zatem z e {x1 v X, } Sprzecznos$¢ z
definicjg liczby z.[

Twierdzenie 2. Niech funkcja ciagla f :<a, b> — R bedzie rozniczkowalna w przedziale
otwartym (a, b). Niech B = {X e(a,b): f'(x)= O}: {Xl, v X, } Jesli najwiekszy element
zbioru A={ f(x),..., f (Xk)} (oznaczmy go przez f(xn)) nie jest mniejszy od kazdej z granic
lim f(x), Iirp f (x), to f(xn) jest najwicksza wartoscia funkcji f w przedziale (a, b).

Dowdéd. Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan mozemy zalozy¢, ze X, <X,...<X,.Z
twierdzenia 1. wynika, ze f(Xn) jest najwigksza wartoscig funkcji f w przedziale <X1, Xk> .
Poniewaz (a, X,) "B =0, to z wlasnoséci Darboux pochodne;j

(f'(x) >0 dlakazdego xe(a, x;)) lub (f'(x) <0 dla kazdego x e (a, X,)).
Rozwazmy dwa przypadki.

1. Niech f'(x) <0 dlakazdego x € (a, X,) . Wtedy funkcja f jest funkcja malejaca w
przedziale (a, x,) . Zatem tIim f(t)> f(x) dlakazdego x e (a, X,) . Stad na mocy zatozenia

nmmyﬂm&%ﬁmf@)zf(@(ﬂammmgOXE(axQ.
2. Niech f'(x)>0 dla kazdego X e (a, x,) . Wtedy funkcja f jest funkcja rosnaca w przedziale

(a, X,) - Z ciaglosci funkcji f wynika, ze f(x)> f(x) dla kazdego x € (a, X,) . Zatem f(xn)
> f(x) dlakazdego xe(a, x,).

Analogicznie mozna pokazaé, ze f(xn)> f (x) dla kazdego x €(x,,b).

Dowdd zostal zakonczony.

Zadanie 2. Punkty A, B i C o odcietych (tzn. pierwszych wspotrzednych) odpowiednio
rownych —2, -1 x, , gdzie X, >0, leza na wykresie funkcji f(X)= i Jakie moze by¢
X

najmniejsze pole trojkata ABC?

Uwaga. Rozwigzujac zadanie mozemy uzyskac¢ nastepujaca funkcje pola trojkata ABC.

X2 +2

Funkcja pola P(x) =3+ . Wystarczy teraz wykorzysta¢ opisane wyzej metody i

wyznaczy¢ najmniejszg warto$¢ funkcji w zbiorze (O, + oo). Ciekawostka jest to, ze mozna
skorzysta¢ takze skorzysta¢ z twierdzenia Cauchy’ego dla $rednich. Zauwazmy, ze



X +2
X

2X+—
> X > 1/2X 4 =2J2. Wiynika stad, ze P(x) >3+ 2.2. Najmniejsza warto$¢ jest
X

4 ) . . .

de facto wtedy, gdy 2x=—, a wiec gdy X = V2 ijest rowna 3+ 2/2 . To samo mozna
X

uzyskac korzystajac z rachunku rézniczkowego.

Kolejna metoda polega na skorzystaniu z wlasnosci funkcji kwadratowe;.
Cwiczenie 3. Rozwiaz zadanie 3, korzystajac z whasnosci funkcji kwadratowe;.

Zadanie 3. W trojkacie ABC dtugos¢ boku AB jest rowna 4, miara kata /BAC jest rowna
45° oraz tangens kata przy wierzchotku B jest rowny 2. Kwadrat o polu 9, ktérego jeden z
bokow catkowicie lezy na boku AB trojkata przesuwamy wzdhuz boku AB. W jakiej
odleglosci od wierzchotka A nalezy umiesci¢ najblizszy mu wierzchotek kwadratu, aby pole
czgsci wspdlnej trojkata 1 kwadratu byto najwieksze?

Cwiczenie 4. Rozwiaz zadania 4.-10.

Zadanie 4. Jakie powinny by¢ wymiary puszki w ksztatcie walca o pojemnosci 1087, aby do
jej produkcji zuzy¢ jak najmniej blachy? Grubos$¢ blachy nalezy zaniedbac.

Zadanie 5. Prostopadtoscian wpisano w kulg o promieniu r. Podstawa tego prostopadto$cianu
ma pole 16. Podaj wymiary prostopadtoscianu o najwigkszej objetosci.

Zadanie 6. Obraz o wysokosci 1,4 m zawieszony D

jest na §cianie w muzeum tak, ze jego dolny brzeg 1.4

znajduje si¢ 1,8 m powyzej oczu ogladajacego go

turysty. W jakiej odlegtosci od $ciany powinien C

stana¢ turysta, aby mogl najlepiej obejrze¢ obraz,

tzn. kat widzenia obrazu byt najwiekszy? 18
A x B

Zadanie 7. Na stronie ksigzki tekst powinien zajmowac S cm 2. Prawy i lewy margines maj3
po a cm, a gorny i dolny po b cm. Jakie powinny by¢ wymiary strony, aby zuzycie papieru
bylo najmniejsze?

Zadanie 8. Przedpokoéj ma ksztalt litery I" i sktada si¢ z dwoch prostokagtnych korytarzy o
szerokosciach 11 8 metrow. Jaka najwickszg dlugo$¢ moze mie¢ stalowy pret, ktory mozna
przesuna¢ po podtodze przedpokoju w miejscu jego zatamania. W celu utatwienia obliczen
przyjmij, ze grubos$¢ preta jest zerowa.



Zadanie 9. Ostrostup ABCS jest ostrostupem prawidtowym. Obwod

trojkata DCS, gdzie D jest srodkiem krawedzi AB , jest rowny 6.
Jakie najwigksze pole powierzchni bocznej moze miec taki ostrostup?

Zadanie 10. Dany jest ostrostup ABCS, ktorego podstawg jest trojkat rownoboczny o boku
dlugosci 4. Krawedz boczna AS jest prostopadta do plaszczyzny podstawy ostrostupa i ma
dhugosé réwna 2. Niech M bedzie takim punktem krawedzi AB , ze \m\ <2. Przez punkt M

prowadzimy ptaszczyzne prostopadia do prostej AB. Dla jakiej wartosci X = ‘m‘ dlugos¢

przekatnej czworokata, ktory jest cze$cig wspolng poprowadzonej ptaszczyzny i ostrostupa
ABCS jest najmniejsza?



